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1. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y è z äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

x3(y2 + z2)2 + y3(z2 + x2)2 + z3(x2 + y2)2 > xyz(xy(x+ y)2 + yz(y + z)2 + zx(z + x)2).

2. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. ×åðåç âåðøèíû A è C ïðîâîäÿòñÿ âñåâîçìîæíûå îêðóæ-
íîñòè S, êîòîðûå ïåðåñåêàþò ñòîðîíû AB è BC òðåóãîëüíèêà â òî÷êàõ K è L ñî-
îòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå öåíòð îêðóæíîñòè S è òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ CK è AL, ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó, íå çàâèñÿùóþ îò S.

3. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC îòðåçîê AM � ìåäèàíà, à îòðåçîê BD �
âûñîòà. Îêàçàëîñü, ÷òî îòðåçîê MD � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà AMC. Äîêàæèòå,
÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíîóäàëåí îò áèññåêòðèñ óãëîâ
ABC è BAM .

4. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn(x)} : R+ → R , îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùè-
ìè óñëîâèÿìè: f1(x) = 1, fn+1(x) = fn(x) +

x
fn(x)

. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f2010(x)
ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ.

5. Â êàæäîé êëåòêå êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ïðîâåëè äèàãîíàëü. Äîêàæèòå, ÷òî íàé-
äåòñÿ óçåë, îò êîòîðîãî ìîæíî ïî ïðîâåäåííûì äèàãîíàëÿì äîéòè íå ìåíåå, ÷åì äî
1000 äðóãèõ óçëîâ.

6. Äâîå ïî î÷åðåäè êðàñÿò ðåáðà íåêîòîðîãî ñâÿçíîãî ãðàôà G: ïåðâûé � â êðàñíûé
öâåò, âòîðîé � â ñèíèé (ïåðåêðàøèâàòü íåëüçÿ). Âòîðîé âûèãðûâàåò, åñëè ñèíèé ãðàô
îêàæåòñÿ ñâÿçíûì. Äîêàæèòå, ÷òî ó íåãî åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàô ñîäåðæèò äâà ñâÿçíûõ ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäãðàôà,
ó êàæäîãî èç êîòîðûõ âåðøèí ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è ó ãðàôà G.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, îáëàäàþùèõ
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñóììà âñåõ äåëèòåëåé n áîëüøå 2n, ïðè÷åì ÷èñëî 2n íåëüçÿ
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ äåëèòåëåé n.

8. Äàíî ìíîæåñòâî M = {1, 2, . . . , 15}. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñåìèýëåìåíò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ â M ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî:
(i) ëþáûå ÷åòûðå ýëåìåíòà M ñîäåðæàòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîì ìíîæåñòâå;
(ii) äëÿ ëþáûõ òðåõ ýëåìåíòîâ M íàéäåòñÿ âûáðàííîå ïîäìíîæåñòâî, èõ ñîäåðæàùåå?

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà Q ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí P (x, y, z), ÷òî Q(t) ≡ P (tn, tn+1, tn+2 + t).

10. Ïóñòü k � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå âñå òàêèå ôóíêöèè
f : N → N, ÷òî f(n− 1)f(n) = (n+ k − f(n))2 äëÿ ëþáîãî n > 1.


